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TEOREMA GENERAL DEL TRANSPORTE

Referencia: Whitaker, S. “Introduction to fluid mechanics”. Prentice Hall, INC. USA(1968).
Nota: Las letras en “negrilla” corresponden a vectores.

El objetivo de este desarrollo es encontrar una ecuacion general para evaluar la derivada total con
respecto al tiempo de una propiedad intensiva, en condiciones tales que el volumen de control elegido
se mueva con velocidad w. Este volumen sera designado por V,(t). La velocidad w es una funcion del
sistema de referencia elegido (el campo de velocidades esté fijado por el observador) y del tiempo, y en
algunos casos puede ser igual a la velocidad v con que se mueve el fluido.

Consideremos un volumen de control como el ilustrado en la siguiente figura:
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Figura 1: Volumen de control empleado en la deduccidn.

Se desea determinar la derivada total con respecto al tiempo de alguna cantidad intensiva escalar (¢).
Por definicion:

j ot + At)dV — I o(t)dV

E J.(I)dv — lim V, (t+At) V, (t) (1)
dt At—0 At
Va (1)

Si V,(t) se mueve con el tiempo, definiremos:

V1(At): Volumen dejado atrds al desplazarse V,(t) (designado en la Figura 1 por las lineas
horizontales).

V,(At): Volumen adicional que ocupa V,(t) al desplazarse (designado en la Figura 1 por las lineas

verticales).
Entonces: Vy(t + At) = V,(t) + V2(At) - V1 (At)
)
Por lo tanto la integral puede descomponerse en:
J'q)(t T AV = J'q)(t AV + J'q)(t T AV - J'¢(t + AV 3)

V, (t+At) V, (t) V, (At) Vy (AD)
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Reemplazando en (1):

Jq;(t +At)dV + I¢(t +At)dV — I¢(t +At)dV — Iq)(t) dv
E J.d)dv — ||m Va (t) V2 (At) Vl (At) Va (t) (4)
dt At—0 At
Va (1)
Reagrupando los términos con igual limite de integracion:
I [o(t + At)— o(t) |dV + I¢(t +At)dV — I¢(t +At)dV
E J.d)dv — ||m Va (t) V2 (At) Vl (At) (5)
dt At—0 At
Va (1)
loct+a0-akv
Pero: lim | ) = J@dv (6)
At—0 At ot
Va ()
Sustituyendo, la Ecuacién (5) queda:
_[q)(t T AV - I¢(t + AV
d I¢dV: I@var lim | Y22 YAy )
dt ot At—0 At
Va (1) Va (1)

El siguiente paso en este anélisis es sustituir las integrales de volumen de la ecuacién anterior por
integrales de superficie. Consideremos el cilindro generado por el elemento de superficie dA cuando se
mueve el volumen de control, tal como se indica en la Figura 1.

dA;:  Es el elemento diferencial de area que, al desplazarse el volumen de control V,, genera dV.
dA,:  Es el elemento diferencial de area que, al desplazarse el volumen de control V,, genera dVo.

En la Figura 2 se examinan uno de estos cilindros de longitud L y area transversal dA.

L =w At donde: w es la magnitud del vector w. Si se expresa el vector velocidad w, en funcion de un
vector unitario A (el cual le da la direccion), se puede escribir: w = A w.

Por otro lado, el volumen dV puede escribirse: dV = L dA,. (8)
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Donde dA, es el area dA proyectada en un plano perpendicular a A. dA, = dA n.A = dA (£ cosp),
siendo B el angulo entre n y A. El uso del signo “+” o del signo “~* dependera de si el angulo B es
mayor o menor de /2.

Elemento de superficie, dA
gl tiempo t+ At l

Superficie
al tiempat —

Elemento de supsrficie
perpandiculara 2

Elemento de
superficis, dA

Figura 2: Superficie de control empleada en la deduccion.

Sustituyendo en (8): dV =+ L n.AdA =+ w n.A At dA 9
Aplicando este resultado a dV; y dVo:

dVl = - W n.A At dA1
dV, =+ wn.A At dA,

Reemplazando en la Ecuacion (7):

At Iq)(t+At)Wn.di2+At _[ O(t+ AW n.L dA;

d I¢dV= J'a“’dw lim | 220 A1) (10)
dt ot At—0 At
Vi Vi)

Tomando el limite indicado y teniendo en cuenta que A;(t) + Ax(t) = Aq(t), se llega al Teorema General
del Transporte:

d _ [
o J'q>dv_ Iath+ I¢ w.ndA (11)
Vo) Va() A, (1)

Aplicando el Teorema de la Divergencia, la ecuacion anterior se puede escribir:

a .

Va (1) Va (1)
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Cuando el volumen de control esta fijo en el espacio (w = 0): jtj¢dv = J.gi)dv (13)
v V

El limite de la integral se cambia de V,(t) a V para indicar que no cambia con t.

Cuando w es igual a la velocidad del fluido v, se llega al Teorema de Transporte de Reynolds:

D _ [
o I¢dv_ Iath+ I¢ v.ndA (14)
Vm(®  Vm() Am (1)

donde: D/Dt: Derivada material o sustancial.
Vm(t): Volumen material.
Sm(t): Superficie material.

Toda la deduccion anterior fue hecha para un escalar ¢, sin embargo, puede extenderse a un vector. Por
ejemplo, en el caso de la velocidad se necesita aplicar el Teorema del Transporte a tres escalares vy, vy
y Vv, y multiplicar por los vectores unitarios i, j y k, respectivamente. Luego, sumando las tres
componentes se llega a:

(;jtjvdV: J";:dV+ Iv.(w.n)dA (15)
Va (1) Va (1) Aa (D)

APLICACION: CONSERVACION DE LA MASA

Masa del volumen de control (M): M = Ipdv, ya que p es una propiedad intensiva.

V
La Ley de Conservacion de la Masa requiere que M sea una constante ya que la masa no se crea ni se
destruye. Un volumen material es un sistema cerrado, por lo tanto, de la Ecuacién (14):

I:)M=O=Dt J.pdV= I(ZdeJr Jpv.ndA

Dt D
Vi (1) Vi (1) An(t)
Aplicando el Teorema de la Divergencia: [I)I)I\t/l =0= J[?t) +V.(p v)}dv
Vi (1)
op

De la relacion anterior se desprende que: r +V.(p v)=0: Ecuacién de Continuidad.

Si el flujo es incompresible y permanente: V.v =0



